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Задача 1

Доказать, что если события A1, A2, . . . , An независимы, то любая комбинация событий,
составленная из A1, A2, . . . , An и их дополнений Ac

1, A
c
2, . . . , A

c
n является независимой.

Решение События A1, A2, . . . , An независимы ⇔ ∀Ai1 , Ai2 , . . . , Aim ∈ {A1, A2, . . . , An},
где m6n и Aij 6= Aik при i 6= k выполнено:

P (Ai1 , Ai2 , . . . , Aim) =
m∏

k=1

P (Aik) (1)

В задаче требуется доказать независимость событий Ac
i1
, . . . , Ac

ir , Air+1 , Aim ,∀r, m 6 n,
Aij 6= Aik , A

c
ij
6= Ac

ik
при j 6= k, и никакое Ac

ik
не является дополнение ни для какого Aij

при 1 6 j 6 r, r + 1 6 k 6 m, т.е. выполнение следующего условия:

P (Ac
i1
, . . . , Ac

ir , Air+1 , . . . , Aim) = P (Ac
i1
)× . . .× P (Ac

ir)× P (Air+1)× . . .× P (Aim) (2)

Доказательство будем проводить методом индукции по r, где r - число дополнений в
(2). Не ограничивая общности, будем считать, что события Ac

i1
, . . . , Ac

ir , Air+1 , . . . , Aim есть
Ac

1, . . . , A
c
r, Ar+1, . . . , Am.

1)Для r=1 имеем:

P (Ac
1, A2, . . . , Am) = P (A2, . . . , Am)− P (A1, A2, . . . , Am) = {по формуле(1)} =

=
m∏

k=2

P (Ak) −
m∏

k=1

P (Ak) = (1 − P (A1))
m∏

k=2

P (Ak) = P (Ac
1)

m∏
k=2

P (Ak)

Таким образом для r=1 и ∀m 6 n формула (2) верна.
2)Пусть формула верна для некоторого r:

P (Ac
1, . . . , A

c
r, Ar+1, . . . , Am) =

r∏
k=1

P (Ac
k)×

m∏
p=r+1

P (Ap) (3)

Докажем, что она останется верной при переходе к r+1:

P (Ac
1, . . . , A

c
r+1, Ar+2, . . . , Am) = P (Ac

2, . . . , A
c
r+1, Ar+2, . . . , Am)−

− P (A1, A
c
2, . . . , A

c
r+1, Ar+2, . . . , Am) = {используем предположение индукции(3)} =

=
r+1∏
k=2

P (Ac
k)

m∏
p=r+2

P (Ap)− P (A1)
r+1∏
k=2

P (Ac
k)

m∏
p=r+2

P (Ap) =

= (1− P (A1))
r+1∏
k=2

P (Ac
k)

m∏
p=r+2

P (Ap) =
r+1∏
k=1

P (Ac
k)

m∏
p=r+2

P (Ap)

Таким образом, справедливость утверждения доказана.

Задача 2

Доказать, что наименьшая σ-алгебра, содержащая все множества вида [a,b), совпадает
B(R).

Решение Обозначим наименьшую σ-алгебру, содержащую все множества вида [a,b),
через B

′
(R). Для доказательства данного утверждения покажем двустороннее вложение

B(R) и B
′
(R).
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1) B(R) ⊆ B
′
(R)

Покажем, что с помощью [a,b) можно получить произвольное открытое множество,
т.е.: (a, b), (a, +∞), (−∞, b), (−∞, +∞). Основываясь на аксиомах σ-алгебры, имеем:

[a, +∞) =
∞⋃

n=0

[a, a + n) =
∞⋃

n=0

[a + n, a + n + 1) (4)

(−∞, a) = [a, +∞) (5)

{a} =
∞⋂

n=1

[a, a +
1

n
) = (−∞, a) ∪

∞⋃
n=1

[a +
1

n + 1
, a +

1

n
) ∪ [a + 1, +∞) (6)

[a, b] = [a, b) ∪ {b} (7)

(−∞, b] = (−∞, b) ∪ {b} (8)

(−∞, +∞) = (−∞, a) ∪ [a, +∞) (9)

(a, +∞) = (−∞, a] (10)

(a, b] = (−∞, a] ∪ (b, +∞) (11)

(a, b) = (−∞, a] ∪ [b, +∞) (12)

Таким образом, наименьшая σ-алгебра, содержащая все множества вида [a,b), со-
держит также все открытые множества, а, следовательно, и наименьшую σ-алгебру,
содержащую все открытые множества ⇒ B(R) ⊆ B

′
(R)

2) B
′
(R) ⊆ B(R)

Покажем, что имея все открытые множества на прямой, можно получить произволь-
ный [a,b).

{a} = (−∞, a) ∪ (a, +∞)

[a, b) = {a} ∪ (a, b)

Видим, что наименьшая σ-алгебра, содержащая все открытые множества на прямой,
содержит все множества вида [a,b), и, значит, наименьшую σ-алгебру, порождённую
[a,b) ⇒ B

′
(R) ⊆ B(R)

Из 1) и 2) имеем: B
′
(R) = B(R), и утверждение доказано.
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Задача 3

Доказать, что случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn независимы ⇔

P (ξ1 < x1, . . . , ξn < xn) =
n∏

k=1

P (ξk < xk) (13)

Решение По определению, случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn называются независимыми,
если ∀ борелевских множеств B1, B2, . . . , Bn на прямой выполнено:

P (ξ1 ∈ B1, . . . , ξn ∈ Bn) =
n∏

k=1

P (ξk ∈ Bk) (14)

Необходимость Очевидно, достаточно рассмотреть B1 = (−∞, x1), . . . , Bn = (−∞, xn).

Достаточность Известно, что выполнено (13).
1. Сначала покажем выполнение (14) для борелевских множеств вида: B1 = [x11, x12), . . . ,
Bn = [xn1, xn2), т.е. докажем следующее вспомогательное утверждение: Если случай-
ные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn независимы, то:

P (ξ1 ∈ [x11, x12), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn) =

=
r∏

k=1

P (ξk ∈ [xk1, xk2))
n∏

p=r+1

P (ξp < xp)

Будем доказывать по индукции.
1) r=1:

P (ξ1 ∈ [x11, x12), ξ2 < x2, . . . , ξn < xn) =

= P (ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)− P (ξ1 /∈ [x11, x12), ξ2 < x2, . . . , ξn < xn) =

= P (ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)− P (ξ1 ∈ (−∞, x11) ∪ [x12, +∞), ξ2 < x2, . . . , ξn < xn) =

= P (ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)−P (ξ1 < x11, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)−P (ξ1 > x12, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn) =

= P (ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)− P (ξ1 < x11, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)−
− (P (ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)− P (ξ1 < x12, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)) =

= P (ξ1 < x12, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)− P (ξ1 < x11, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn) =

= P (ξ1 < x12)
n∏

k=2

P (ξk < xk)− P (ξ1 < x11)
n∏

k=2

P (ξk < xk) =

= (P (ξ1 < x12)− P (ξ1 < x11))
n∏

k=2

P (ξk < xk) = P (ξ1 ∈ [x11, x12))
n∏

k=2

P (ξk < xk)

2) Пусть утверждение верно для r-1, докажем для r:

P (ξ1 ∈ [x11, x12), ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn) =

= P (ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn)−
− P (ξ1 /∈ [x11, x12), ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn) =
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= P (ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn)−
− P (ξ1 < x11, ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn)−
− (P (ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn)−
− P (ξ1 < x21, ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn)) =

= P (ξ1 < x21, ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn))−
− P (ξ1 < x11, ξ2 ∈ [x21, x22), . . . , ξr ∈ [xr1, xr2), ξr+1 < xr+1, . . . , ξn < xn) =

= {по предположению индукции} =

= (P (ξ1 < x21)− P (ξ1 < x11))
r∏

k=2

P (ξk ∈ [xk1, xk2))
n∏

p=r+1

P (ξp < xp) =

=
r∏

k=1

P (ξk ∈ [xk1, xk2))
n∏

p=r+1

P (ξp < xp)

Вспомогательное утверждение доказано.
2. В силу утверждения, сформулированного в задаче 1, и представлений (4)-(12)
имеем, что утверждение задачи верно и в том случае, когда борелевские множества
B1, . . . , Bn имеют вид: [a, +∞), (−∞, a), {a}, [a, b], (−∞, b], (−∞, +∞), (a, +∞), (a, b], (a, b).
В самом деле: если события A1, . . . , An несовместны, то

P (
n⋃

k=1

Ak) =
n∑

k=1

P (Ak) (15)

Значит, для (5) и (10) утверждение справедливо в силу задачи 1; для (4), (7)-(9) - в
силу (15); для (6),(11),(12) - в силу задачи 1 и (15).
3. Произвольное объединения, пересечения и дополнения множеств
[a, +∞), (−∞, a), {a}, [a, b], (−∞, b], (−∞, +∞), (a, +∞), (a, b], (a, b) всегда можно пред-
ставить в виде объединения непересекающихся множеств вида
[a, +∞), (−∞, a), {a}, [a, b], (−∞, b], (−∞, +∞), (a, +∞), (a, b], (a, b), поэтому утвержде-
ние остаётся верным и в этом случае.
Утверждение доказано.
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